Trasformata di Fourier
LLa trasformata di Fourier

F@%=f1f®k””®

puO essere discretizzata dando

oo
F(q) = &z Y f(xy)e "
7=0
Posso integrare tra —L/2 e L/2 e troncare

la somma dopo N termini e avrei quindi con
ri=—L/2+ jAx e xy = L/2 da cui

NAx=L Ax=L/N

Scelgo ora i valori degli impulsi per cui voglio
calcolare |la trasformata. Un intervallo simmet-
rico [—qo, qo] opportuno fa al caso mio. Sia Ag
I'incremento dell’'impulso che mi da’

g = —qo + kAq 2q9 = NAgq

L'argomento immaginario dell’'esponente di-
venta

(—g0 + kAq) - (—L/2+ jAz) =
—qoL/2 + kAqL/2 + jAxqy + AqAx



Scelgo ora

2m
= —N
q0 I
e trovo
L L2 L
EAq = 5% = 21 Axqy = Nqo = 27 qoL./2 = 7N
mentre
L 2
AgAx = 0= 7
N N N

e la trasformata di Fourier diventa

N—-1
Fj, = F(qy) = cost - Y _ e_ZQWkJ/ij
7=0
E meglio fissare la costante in modo che sia
soddisfatto il teorema di Parseval

Z )% = Z 512

che da’ per |la costante il valore 1/N. In pratica
si definisce |la FT diretta come
N—-1 .
F, = Z e—ZQij/ij
7=0



e quella inversa come

l z_: zka]/N
N :

e La definizione del segno dell’esponente varia
perd0 da autore ad autore

e Invece di posizione/impulso il linguaggio
usato & spesso tempo/frequenza

e due approssimazioni: discretizzo I'integrale
e taglio le frequenze

e discretizzare porta via informazione (fre-
quenza di Nyquist);

Se F,. = 0 per frequenze |fi.| > fc = i la
trasformata di Fourier non perde informazione,
altrimenti tutto cio che sta a |fi.| > fe si sposta
nella regione |fi| < fe con effetti imprevedibili,
ed @ necessario un campionamento piu fine



F T discreta

Teoricamente occorrono N2 moltiplicazioni e
altrettante somme per calcolare la DFT

N—-1 N-1
F, = Z 6—227Tk]/ij — Z ijfj W = 6—7,27T/N
Posso pero spezzare la somma in due parti
N/2-1 27rk(2m) N/2-1 ; 2mk(2m+1)
Fp= % Jfome" + > fomtre N
m=0 m=0
N/2-1 ; 2mkm _2 N/2 1 _j2rkm
Fo= Y fome N2 +4¢é > fomg1e N2
m=0 m=0

F,=F 4 R FO = ) 4 whp©

Ho due trasformate di Fourier di N/2 punti
ciascuna, che posso memorizzare rispettivamente
nei primi N/2 e nei secondi N/2 elementi.

L _127rk (271']{') . (27Tk)
WhV=e "N =cos|—— )| —1isin|——
N N

L'angolo 7% raddoppia quando N si dimezza



Procedimento ricorsivo
Definisco Fy = Fypp € Fy = Fop41-

e Mi sono ridotto a fare due trasformate di
Fourier di N/2 punti.

e dove memorizzo Fj. e F_7
e nelle successive ricorrenze ho F{o¢c0o¢

e C'€ una relazione tra la sequenza
pari-dispari e k7

e SOStituisco e con zero e o Con uno e ottengo
un numero binario j

e Cerco una relazione tra k ey



Inversione di bit

Scrivo kK come numero binario

Se k e pari va nella meta inferiore, quindi
j < N/2;

se k e pari ha il bit inferiore nullo;
se j < N/2, j ha il bit piu alto nullo;

se k/2 & dispari, va nel quarto superiore
della meta inferiore, e il secondo bit dal
basso € uno;

quindi N/4 < j < N/2 -1, e il secondo bit
dall’alto e uno;

in generale 3 si ottiene da k scambiando
I'ordine dei bit.

N° | bit | bit inversi | bit-inverso
0O | 000 000 0
1 | 001 100 4
2 | 010 010 2
3 | 011 110 6)
4 | 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7




nel caso di due soli punti

(f)=(2 1) (%)

Inoltre da
. 27k
Fy, = If +e NI ]go)

ho
. 21k

Fpyny2 = Ff — 2N F\
che mi permette di calcolare F,con0 <k < N —1
conoscendo F(¢) e F(0) per 0 < k< N/2 —1.

Infine devo calcolare cos(%k) = sin(QT”k) per
diversi k e lo stesso N. Il calcolo delle
funzioni trigonometriche & dispendioso in
termini di tempo

27 (k 4+ 1)

) = cos(2FF) cos(3T)

— sin(z—]@]‘ﬂ) sin(QW”)

cos(

e analogamente per sin(zw(ﬁ;"l)), per cui ri-
conduco i calcoli successivi a somme e molti-
plicazioni.



Funzione spettrale

Per una data grandezza f(t) periodica posso
calcolare o misurare l'autocorrelazione

o) =7 [ 5+

Il teorema di Wiener-Kinchine mi dice allora
che

S(v) = FT(C(t)) = FT(f(t))?

dove S(v) & la funzione spettrale, una grandezza
che mi permette di evidenziare il contenuto in
frequenza (o energia) di una grandezza fisica.

la trasformata di Fourier discreta esiste anche
quando non ha senso parlare di quella continua.

e funzioni periodiche nel tempo (serie di Fourier);

e segnali random a tempi costanti (correlazioni);



Esercizi

e La trasformata di Fourier di e=%"/2 & ¢—4°/2,

e calcolare la FT di un oscillatore armonico
con w =1 e |la sua funzione spettrale;

e vedere come cambiano le cose se

V(z) =a%/4 — 222



